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绝密★本科目考试启用前

2026年普通高等学校招生全国统一考试（北京卷）

数 学

姓名： 准考证号：
本试卷共 6页，150分。考试时长 120分钟。考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无

效。考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。

第一部分（选择题 共 40分）

一、选择题：共 10小题，每小题 4分，共 40分。在每小题给出的四个选项中，选出符合题目要

求的一项。

（1）已知集合  1 3M x x    ，  2N x x  ，则M N （ ）

（A）  2,3 （B）  1,  

（C）[2,3) （D）  1,2

（2）已知 1 3 2z i  ， 2 1 4z i   ，则 1 2z z （ ）

（A） 2 2 （B）i

（C）2 （D）8

（3）已知双曲线C：
2 2

2 1( 0)
4

x y a
a

   的渐近线方程为
2
3

y x  ，则 a的值为（ ）

（A）2 （B）3

（C）4 （D）9

（4）已知 7( )a x 的展开式中的 2x 的系数是 280，则 a （ ）

（A）2 （B）—2

（C）1 （D）—1

（5）下列函数  f x 是奇函数且在定义域上单调递增的是（ ）

（A）   2

1
1

f x
x




（B）   sinf x x
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（C）   2 2x xf x   （D）   5ln
5

xf x
x






（6）已知向量 a， b

满足 2a b 


， (2,0)a  ，则 b


的最大值为（ ）

（A）1 （B）2

（C）3 （D）4

（7） na ， nb 是无穷数列，则“存在常数M ，使 ( 1,2,3, )n na M b n    ”是“ ( 1,2,3, )n na b n   ”

的（ ）

（A）充分不必要条件 （B）必要不充分条件

（C）充要条件 （D）既不充分也不必要条件

（8） ( ) sin( )f x x   （0 2π  ），将 ( )f x 向 x轴正方向平移3个单位，得到的函数图像与 ( )f x

图像关于 x轴对称，则 的取值个数为（ ）

（A）1 （B）2

（C）3 （D）4

（9）学校组织高一、高二学生参观甲、乙两地博物馆，每位学生可自主选择一处前往．已知高一

学生总人数多于高二学生总人数，前往甲地的全体学生总数多于前往乙地的全体学生总数，

则（ ）

（A）去甲地的高一学生人数多于去乙地的高一学生人数

（B）去甲地的高一学生人数多于去乙地的高二学生人数

（C）去甲地的高一学生人数不多于去乙地的高二学生人数

（D）去乙地的高二学生人数不少于去甲地的高二学生人数

（10）摇杆机械装置，如图，A，B为定点，C，D是动点， 1AD  ， 3CD  ，
5
2

BC  ， 4AB  ，

则 cos ABC 的取值范围（ ）
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（A） ]5 7
6
, 3

1 80
[ （B）[ , ]5 73

16 80


（C）[ 5
16

,1] （D） )5 7
6
, 3

1 80
[

第二部分（非选择题 共 110分）

二、填空题：共 5小题，每小题 5分，共 25分。

（11）已知直线 0ax y  与圆 2 2( 2) ( 2) 4x y    相切，则 a ________．

（12）已知等差数列 na 的前 n项和为 nS ，且 6 66 30S a  ，则公差 d ________，若 5nS S 恒成

立，则符合条件的 1a 的一个取值为________．

（13）音高 y（单位:mel）与频率 f（单位：Hz）满足 lg 1
700
fy    

 
，若 lg 2 3lg 2y  ，则 f

的取值范围为________．

（14）已知三棱锥 A BCD ， 2 2AD AB AC   ， 2BD BC  ， 2 3DC  ，则它的底面 BCD

的面积为________，体积为________．

（15）已知
2 2( ) cosf x x x c   ，给出下列四个结论：

① ( )f x 在 ( ]1,1 上有最小值和最大值

② 0c  ， ( ) 1f x  有 3个解；

③ 1c  ， ( 1, 2]x  时， ( )f x 有最大值；

④ 0c  ， ( )f x 与 y c 有 4个交点.

其中正确结论的序号是________．
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三、解答题：共 6小题，共 85分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程。

（16）（本小题 13分）

已知函数 ( ) 2sin cos 2cos sinf x x x     ， 0  ，
π
2

  ． ( )f x 最小正周期为 π，且

(0) 0f  ，
π( ) 1
4

f  ．

(1)求、的值；

(2)求 ( )f x 的单调递减区间．

（17）（本小题 14分）

现从全校学生中随机抽取 200人统计数学成绩，成绩分组及对应人数如下：

成绩分组  81,94  94,107  107,120  120,135  135,150

人数 40 60 60 32 8

以频率估计概率，完成下列问题：

(1)求数学成绩低于 120分的概率；

(2)从学校随机抽取 4人，求 2人不低于 120且 2人小于 94的概率；

(3)每组数据取左端、中间、右端，比较
2s左、

2s
中、

2s右的大小关系．
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（18）（本小题 13分）

已知直三棱柱 1 1 1ABC ABC ， 90BAC  ， 2AB AC  ， 1 2BB  ，E、D分别为 1 1AB 、

AC的中点．

(1)证明： / /DE 平面 1 1BBC C；

(2)点 P在平面 1 1 1A BC 内，且 1 1/ /EP BC，再从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一

个作为已知，使得 P唯一确定，求平面 PAD与平面 PDE的夹角的余弦值．

条件①： PA PD ；

条件②： PA BC ；

条件③： 1 / /BB 平面 PDE．

注：如果选择条件①、条件②、条件③分别解答，按第一个解答计分．

（19）（本小题 15分）

已知椭圆 E：
2 2

2 2 1x y
a b

  （ 0a b  ）的一个顶点是  2,0 ，离心率为
1
2 ．

(1)求 E的方程；

(2)过点  1,1A ，斜率为  1k k   的直线交椭圆 E于 B、C两点，B关于 y x 的对称点为D，

DC交 y x 于Q，若
5
8ABQ ACQS S △ △ ，求 k．
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（20）（本小题 15分）

设函数    2 14 nxf x x mx e n  Z ，曲线  y f x 在点   1, 1f  处的切线方程为

2 24 e e 8 0x y    ．

(1)求m， n的值；

(2)求  f x 的极值点个数；

(3)求  1 0y kx k   与  f x 交点个数．

（21）（本小题 15分）

设  ij m n
A a


 是一个m行 n列的数阵，且数阵中的每一项  1,1ija   ，都等于1或 1 ．若对

任意1 ,i p m  ，1 ,j q n  ，其中 i p ， j q ，且 2,i p j q    都有

0,ij iq pj pqa a a a    则称数阵 A具有性质 P．

(1)判断下列两个数表是否具有性质 P．

1A 
1 1 1 1

1 1 1 1

2A 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

(2)在所有具有性质 P的5 4 数阵中，1的个数最多是多少？

(3)若 6m n  ， 11 1a  ，且数阵 A具有性质 P，证明：对任意 i， {1,2,3,4,5,6}j ，都有

1 1ij i ja a a ．

（考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效）



《2026年北京高考数学试卷》参考答案

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
答案 B A B A D D A C B A

1．B

【详解】因为    | 1 3 , | 2M x x N x x     ，则    1 1,M N x x      .

2．A

【详解】由题意    1 2 3 1 2 4 2 2z z i i        ，

则 2 2
1 2 2 2 2 2z z    .

3．B

【分析】根据渐近线方程结合已知双曲线方程列式计算求解.

【详解】因为双曲线为
2 2

2 1
4

x y
a

  ，则渐近线为
2y x
a

  ，

又因为渐近线为
2
3

y x  ，且 0a  ，所以 3a  .

4．A

【详解】二项式 7( )a x 的展开式的通项为 7 7 2
1 7 7C ( ) C ( 1)

k
k k k k k k

kT a x a x 
     ，其中 {0,1, 2, ,7}k  .

令 2
2
k
 ，解得 4k  ，则 2x 项的系数为

4 7 4 4
7C ( 1)a   .

∵
4
7C 35 ， 4( 1) 1  ，且已知 2x 的系数为 280，

∴ 335 280a  ，即 3 8a  ，解得 2a  .

5．D

【详解】A，在   2

1
1

f x
x




中， Rx ，则  
 

 2 2

1 1
11

f x f x
xx

   
 

，函数为偶函数，故错误；

B，在   sinf x x 中， Rx ，函数为奇函数，但在定义域上不单调递增，故错误；

方法一：

C，在   2 2x xf x   中， Rx ，则    2 2x xf x f x     ，

  2 ln 2 2 ln 2 0x xf x     ，函数单调递减，故错误；

D，在   5ln
5

xf x
x


 中，

5 0
5

x
x





，解得 5 5x   ，

     ln 5 ln 5f x x x   ，则        ln 5 ln 5f x x x f x      为奇函数，

   
2 2

5 51 1 10 0
5 5 25 25

x x
f x

x x x x





 
    

  
，即函数在定义域上单调递增，故正确.

法二：



C，在   2 2x xf x   中， Rx ，则    2 2x xf x f x     ，为奇函数，

∵ 2 xy  和 2xy   是减函数，

∴函数   2 2x xf x   单调递减，故错误；

D，在   5ln
5

xf x
x


 中，

5 0
5

x
x





，解得 5 5x   ，

     ln 5 ln 5f x x x   ，        ln 5 ln 5f x x x f x      为奇函数，

∵  ln 5y x  和  ln 5y x  是增函数，则  f x 为增函数，

∴函数   5ln
5

xf x
x


 单调递增，故正确.

6．D

【分析】根据向量坐标模长公式计算结合绝对值不等式计算求解.

【详解】因为 2a b 
 

，且  2,0a 


，则 2a 


，

所以   2 2 4b a a b a a b        
      

，

所以当 ,a a b
  

反向时， b

取最大值为 4.

7．A

【分析】通过验证充分性与必要性，即可得出结论.

【详解】由题意，

 na ， nb 是无穷数列，

验证充分性：

当存在常数M ，使  1,2,3,n na M b n    时，

 1,2,3,na M n   ，  1,2,3,nM b n   ，

 1,2,3,n na b n   显然成立，

验证必要性：

当 na n ，
2

nb n 时，此时满足 n na b ,

假设存在常数M ，使  1,2,3,n na M b n    成立，

当 n时， na n  ，
2

nb n  ，

此时，M 需同时“不小于无限增大的 n ”和“不大于无限增大的 2n ”，

但不存在这样的固定常数M ，

∴当 n na b 时，无法必然推出“存在常数M ”，即必要性不成立，



∴“存在常数M ，使  1,2,3,n na M b n    ”是“  1,2,3,n na b n   ”的充分不必要条件.

8．C

【分析】平移后函数为 sin( 2 )x  ，与 sin( )x  关于 x轴对称可知函数值互为相反数，利用正弦相等得方程，排除

不恒成立情形，得到的取值个数.

【详解】将 ( ) sin( )f x x   向右平移3个单位得

( ) ( 3 ) sin( 3 ) sin( 2 )g x f x x x          .

由题意， ( )g x 与 ( )f x 的图像关于 x轴对称，即 ( ) ( ) g x f x 恒成立，

即 sin( 2 ) sin( ) sin( )x x x         . 分两种情形讨论：

①  2 2 π 2 2 πx x k x k k        Z ，对任意 x不恒成立，舍去；

②  2 π ( ) 2 π π 2 πx x k x k k           Z ，化简得

2 π 2 π 3 π 2 πk k          ，即
π (1 2 )
3

k    .

由0 2π  得
π0 (1 2 ) 2 π 1, 2, 3
3

k k         ，

对应
π 5π, π,
3 3

  ，因此的取值个数为 3个.

9．B

【分析】设出高一、高二去甲、乙地的人数，根据题目条件建立不等关系，即可得出结论.

【详解】由题意，设高一学生去甲地的人数为 A，去乙地的人数为 B，

高二学生去甲地的人数为C，去乙地的人数为D，

∴高一总人数： A B ，高二总人数C D ，前往甲地的学生人数： A C ，前往乙地的学生人数：B D ，

∵高一总人数多于高二总人数，前往甲地的全体学生总数多于前往乙地的全体学生总数，

∴
A B C D
A C B D
  

   
，由不等式的性质，两侧分别相加并化简得 A D ，

∴高一学生去甲地的人数多于高二学生去乙地的人数，故 B正确，A，C，D均错误.

10．A

【分析】根据边长范围结合余弦定理计算求解范围.

【详解】因为 1, 3AD CD  ，则3 1 1 3AC    ，即得 2 4AC  ，

所以 ABC 中，

2 225 8916
4 4cos

5 202 4
2

AC AC
ABC

  
  

 

所以
2 2 289 89 894 225 734 4 4cos

80 20 20 20 80

AC
ABC

 
      ，



所以 cos ABC 的范围为
5 73,
16 80
 
  

.

11．0

【详解】圆 2 2( 2) ( 2) 4x y    的圆心为 (2,2)C ，半径 2r  .

由直线 0ax y  与圆相切，则得
2

2 2
2

1

a
d

a


 


，

解得 0a  .

12． 2 9（答案不唯一，满足 18 10a  即可）

【分析】利用等差数列前 n项和公式与通项公式，代入已知等式建立关于公差 d的方程求解；由 5nS S 恒成立可知 5S

为前 n项和的最大值，结合数列的单调性得到 5 0a  且 6 0a  ，代入公差 2d   解不等式即可得到 1a 的取值范围，选

取范围内任意值即可.

【详解】等差数列的前 n项和公式为 1
( 1)
2n

n nS na d
  ，通项公式为 1 ( 1)na a n d   .

∵ 6 1 1
6 56 6 15
2

S a d a d
    ， 6 1 5a a d  ，

∴ 6 1 16 6( 5 ) 6 30a a d a d    .

由 6 66 30S a  ，得 1 16 15 6 30 30a d a d    ，

消去等式两侧的 16a ，整理得 15 30d  ，解得 2d   .

∵ 2 0d    ，等差数列{ }na 为递减数列，且 5nS S 恒成立，

∴ 5S 为前 n项和的最大值，即数列前5项非负，第6项及以后非正，即
5

6

0
0

a
a


 
，

代入通项公式得
1 1

1 1

4 8 0
5 10 0

a d a
a d a
   

    
，解得 18 10a  ，

取 1 9a  即为符合条件的一个取值.

13． 700,4900

【详解】由题意 lg 2 lg 1 3lg 2 lg8
700
f     

 
，则 2 1 8

700
f

   ，解得700 4900f  ，

所以 f的取值范围为 700,4900 .

14． 3
2 3
3

【分析】先由底面三角形 BCD的边长求面积；再由 AD AB AC  ，可知点 A在底面 BCD上的投影O为 BCD△ 的

外心，由此求出三棱锥的高.



【详解】

法一：底面三角形 BCD中， 2BD BC  ， 2 3DC  .

取DC中点 E，连接 BE，则 BE DC ， 3DE EC  .

在 Rt BDE 中， 2 2 4 3 1BE BD DE     ，

故底面面积
1 1 2 3 1 3
2 2BCDS DC BE       .

由 2 2AB AC AD   可知，点 A在底面BCD上的投影O为 BCD△ 的外心.

在 BCD△ 中，由余弦定理得  22 22 2 2 3 4 4 12 1cos
2 2 2 8 2

DBC
   

   
 

，

且0 180DBC    ，故 120DBC   .

由正弦定理， BCD△ 的外接圆半径

2 3 2
2sin 32

2

DCR
DBC

  


，

则高  22 2 22 2 2 8 4 2h AO AB R        ，

三棱锥 A BCD 的体积
1 1 2 33 2
3 3 3BCDV S h       .

综上，底面面积为 3，体积为
2 3
3

.

法二：在 BCD△ 中，已知 2BD BC  ， 2 3DC  .

由余弦定理得  22 22 2 2 3 4 4 12 1cos
2 2 2 8 2

DBC
   

   
 

，

且0 180DBC    ，故 120DBC  ，
3sin120
2

 .

所以底面面积
1 1 3sin 2 2 3
2 2 2BCDS BD BC DBC         .

由 2 2AB AC AD   可知，点 A在底面BCD上的投影O为 BCD△ 的外心.

由正弦定理， BCD△ 的外接圆半径

2 3 2
2sin 32

2

DCR
DBC

  


，

则高  22 2 22 2 2 8 4 2h AO AB R        ，



三棱锥 A BCD 的体积
1 1 2 33 2
3 3 3BCDV S h       .

综上，底面面积为 3，体积为
2 3
3

.

15．①②③④

【分析】①，构造函数   2 2cosg x x x c  并求其单调性和奇偶性，求出  f x 的奇偶性，分  g x 在  1,1 内有零点

和  g x 在  1,1 内无零点两种情况讨论，即可判断；②，求出  f x 在 c取任意实数的单调性，结合零点存在性定理

即可求出   1f x  时 x的值，即可判断；③，求出  f x 在  1,2 上的单调性，即可判断；④，求出   20 1f c c   ，

结合  f x 单调性即可得出与直线 y c 的交点个数，即可判断.

【详解】由题意，

①在   2 2cosg x x x c  中，   2 sing x x x  ，   21 1 cos1g c  ，

       2 2 2 2cos cosg x x x c x x c g x         ，函数为偶函数，

在     2 sinh x g x x x   中，   2 cos 0h x x   ，

∴函数     2 sinh x g x x x   单调递增，

∵    0 0 0 0 0h g    ，

∴当 0x  时，     0h x g x   ，当 0x  时，     0h x g x   ，

∴  g x 在  ,0 上单调递减，在  0,  上单调递增，

∴函数在 0x  处取最小值，   2 20 0 cos0 1g c c     ，

在   2 2cosf x x x c  中，

       2 2 2 2cos cosf x x x c x x c f x         ，为偶函数，

当  g x 在  1,1 内有零点时，

即  1 1,0x   ，  2 0,1x  ，使得   0g x  ，

此时  f x 在  11, x ，  20, x 上单调递减，在 1,0x ， 2 ,1x 上单调递增，

   1 2 0f x f x  ，     20 0 1f g c   ，     21 1 1 cos1f g c   ，

∵ 2 21 1 cos1c c    ，

∴    0 1f f ，

∴  f x 在 1x x 和 2x x 处取最小值，  min 0f x  ，



在 0x  处取最大值，   2
max

1f x c 

当  g x 在  1,1 内无零点时，     2 2cosf x g x x x c     ，

 f x 在  1,0 上单调递增，在  0,1 上单调递减，

∴  f x 在 1x  处取得最小值，     2
min

1 1 cos1f x f c    ，

在 0x  处取得最大值，     2 2
max

0 0 cos0 1f x f c c      ，

故①正确；

②同①可得推广结论，

在   2 2cosf x x x c  中，   2 20 0 cos0 1f c c    ，

       2 2 2 2cos cosf x x x c x x c f x         ，为偶函数，

即  1 ,0x    ，  2 0,x   ，使得  1 0g x  ，  2 0g x  ，

此时  f x 在  1, x ， 20, x 上单调递减，在  1,0x ， 2 ,x  上单调递增，

∴  f x 在 1x x 和 2x x 处取极小值，

当 0c  时，   2 cosf x x x ，   2 cosg x x x ，  0 1f  ，

∵  f x 在  1, x 上单调递减，  1 0f x  ，

∴  3 1,x x   ，使得  3 1f x  ，

∵  f x 在 2 ,x  上单调递增，  2 0f x  ，

∴  4 2 ,x x   ，使得  4 1f x  ，

∴当 3 4, ,0x x x 时，   1f x  ，

∴ 0c  ，  f x 有 3解，

故②正确；

③当 1c  时，

  2 cos 1f x x x  ，   2 cos 1g x x x  ，  1 1 cos1 1 cos1 0f     ，

由①可得，  g x 在  0,  上单调递增，

∵  1 1 cos1 1 cos1 0g      ，   22 2 cos2 1 3 cos2 0g      ，

∴  5 1,2x ，使得  5 0g x  ，



∴在   2 cos 1f x x x  中，  1, 2x ，

此时  f x 在  51, x 上单调递减，在 5 , 2x 上单调递增，

∴  f x 在 2x  处取最大值，

③正确；

④由②可得，

在   2 2cosf x x x c  中，   20 1f c  ，

此时  f x 在  1, x ， 20, x 上单调递减，在  1,0x ， 2 ,x  上单调递增，

在   21x x x   中，  2Δ 1 4 1 1 3 0        ，

1 0 ，开口向上，

∴函数   21 0x x x    ，即 21 x x  恒成立，

∴   20 1f c c  

∴ y c 在   0, 0f 下方，

∵ 0c  ，

∴ y c 在 x轴上方，

此时 y c 与  f x 有 4个交点，

故④正确.

16．(1) 2  ，
π
3

 

(2)  π 7ππ , π
12 12

k k k     
Z

【分析】（1）利用两角和正弦公式化简可得    2sinf x x   ，结合正弦型函数周期公式列方程求，再由

  π0 0, 1
4

f f    
 

列式求 ；

（2）根据正弦型函数单调区间求法求结论.

【详解】（1）因为   2sin cos 2cos sinf x x x     ，

所以    2sinf x x   ，



又  f x 的最小正周期为 π， 0  ，

所以
2π π


 ，所以 2  ，

因为   π0 0, 1
4

f f    
 

，

所以 sin 0  ，
π2sin 2 1
4

    
 

，

所以
π0
2

  ，
1cos
2

  ，

所以
π
3

  ，

所以   π2sin 2
3

f x x   
 

，

（2）令
π π 3π2 π 2 2 π
2 3 2

k x k     ， kZ，可得
π 7ππ π
12 12

k x k    ， kZ，

函数   π2sin 2
3

f x x   
 

的单调递减区间为
π 7ππ , π
12 12

    
k k  kZ .

17．(1)0.8

(2)
6
625

(3) 右左 中

2 2 2s < s < s

【分析】（1）先求样本中数学成绩低于120分的频率，再由频率估计概率；

（2）先分别求事件成绩不低于120分的概率和事件成绩小于94分的概率，再由独立事件概率乘法公式求结论；

（3）根据方差公式分别求
2 2 2, ,s s s右左 中 ，比较大小可得结论.

【详解】（1）由已知样本中数学成绩低于120分的频率为
40 60 60 4

200 5
 

 ，

所以数学成绩低于120分的概率为0.8，

（2）从学校随机抽取一人，该学生成绩不低于120分的概率为
1
5
，

小于94分的概率为
1
5
，

所以从学校随机抽取 4人， 2人不低于120且 2人小于94的概率为
2 2

2
4

1 1 6
5 5 625

C        
   

，

（3）每组数据取左端的值记为 ix ， 1,2,3,4,5i  ，

每组数据取中间的值记为 iy， 1,2,3,4,5i  ，

每组数据取右端的值记为 iz ， 1,2,3,4,5i  ，

由已知 1 81x  ， 2 94x  ， 3 107x  ， 4 120x  ， 5 135x  ，

所以
81 40 94 60 107 60 120 32 135 8 101.1

200
x         
  ，



         2 2 2 2 22 1 81 101.1 40 94 101.1 60 107 101.1 60 120 101.1 32 135 101.1 8 209.49
200

s                  左

由已知 1 87.5y  ， 2 100.5y  ， 3 113.5y  ， 4 127.5y  ， 5 142.5y  ，

所以
87.5 40 100.5 60 113.5 60 127.5 32 142.5 8 107.8

200
y         
  ，

         2 2 2 2 22 1 87.5 107.8 40 100.5 107.8 60 113.5 107.8 60 127.5 107.8 32 142.5 107.8 8 218.41
200

s                  中

1 94z  ， 2 107z  ， 3 120z  ， 4 135z  ， 5 150z  ，

所以
94 40 107 60 120 60 135 32 150 8 114.5

200
z         
  ，

         2 2 2 2 22 1 94 114.5 40 107 114.5 60 120 114.5 60 135 114.5 32 1 50 114.5 8 227.65
200

s                  右 ，

所以 右左 中

2 2 2s < s < s .

18．(1)解法一：取 BC的中点 F ，连接DF， 1BF，

因为 ,D F分别为 AC， BC的中点，则 / /DF AB，且
1
2

DF AB ，

又因为 1 1ABB A为矩形，且 E为 1 1AB 的中点，则 1 / /B E AB，且 1
1
2

B E AB ，

可得 1/ /DF B E，且 1DF B E ，可知 1DFB E为平行四边形，则 1/ /DE B F，

且DE 平面 1 1BBC C， 1B F 平面 1 1BBC C，所以 / /DE 平面 1 1BBC C；

解法二：设 1 1AC ， AB的中点分别为G，H，连接DG，GE， EH ，DH ，

因为 ,D G分别为 AC， 1 1AC 的中点，则 1/ /DG CC ， 1/ /DG AA，

且DG 平面 1 1BBC C， 1CC 平面 1 1BBC C，所以 / /DG 平面 1 1BBC C，

又因为 ,G E分别为 1 1AC ， 1 1AB 的中点，则 1 1/ /GE BC ，



且GE 平面 1 1BBC C， 1 1BC 平面 1 1BBC C，所以 //GE 平面 1 1BBC C，

又因为 ,E H分别为 1 1AC ， AC的中点，则 1/ /EH AA，

可得 / /EH DG，可知 , , ,E H D G四点共面，

因为DG GE G ， ,DG GE 平面DEG，则平面 / /DGEH 平面 1 1BBC C，

且DE 平面DGEH ，所以 / /DE 平面 1 1BBC C；

解法三：以 A为坐标原点， 1, ,AB AC AA分别为 , ,x y z轴，建立空间直角坐标系，

则  0,0,0A ，  2,0,0B ，  0,2,0C ，  1 0,0, 2A ，  1 2,0, 2B ，  1 0,2, 2C ，

且  0,1,0D ，  1,0, 2E ，

可得  1, 1, 2DE 


，  1 0,0, 2BB 


，  2, 2,0CB  


，

设平面 1 1BBC C的法向量为  1 1 1 1, ,n x y z


，则
1 1 1

1 1 1

2 0

2 2 0

n BB z

n BC x y

   


   

 

  ，

令 1 1x  ，则 1 1y  ， 1 0z  ，可得  1 1,1,0n 


，

因为 1 1 1 0 0DE n    
 

，即 1DE n
 

，

因为DE 平面 1 1BBC C，所以 / /DE 平面 1 1BBC C .

(2)
2
3

【分析】（1）解法一：作辅助线，可证 1/ /DE B F，根据线面平行的判定定理分析证明；解法二：作辅助线，可证

平面 / /DGEH 平面 1 1BBC C，根据面面平行证明线面平行；解法三：建立空间直角坐标系，利用空间向量证明线面

平行；

（2）若选①：解法一：作辅助线，根据线段长相等可知 P为EG的中点，且平面 PDE与平面PAD的夹角为 AKN ，

即可得结果；解法二：设  ,1 , 2P a a ，根据题意可得
1
2

a  ，利用空间向量求面面夹角；若选②：解法一：作辅

助线，根据垂直关系分析可知 P为EG的中点，且平面 PDE与平面 PAD的夹角为 AKN ，即可得结果；解法二：

设  ,1 , 2P a a ，根据题意可得
1
2

a  ，利用空间向量求面面夹角；若选③：根据平面 / /DGEH 平面 1 1BBC C分析可



知点 P不唯一，不合题意.

【详解】（1）略

（2）由（1）可知 1 1/ /EG BC ，则 P EG ，

若选①：解法一：设 AD， 1AG， EG的中点分别为 , ,I J P，

可知 IJ为线段 AD的中垂线，则 AJ DJ ，

因为 1 1/ /PJ A B ，由题意可知： 1 1A B 平面 1 1ACC A ，即 PJ 平面 1 1ACC A ，

则 PJ JA ， PJ JD ，可得 PA PD ，符合题意，

取 BC的中点M ，连接 AM ，设 AM DH N ，

因为 AB AC ，则 AM BC ，

又因为 1BB 平面 ABC， AM 平面 ABC，则 1AM BB ，

且 1BC BB B ， 1,BC BB 平面 1 1BBC C，则 AM 平面 1 1BBC C，即 AN 平面 1 1BBC C，

且平面 / /DGEH 平面 1 1BBC C，可得 AN 平面DGEH ，

且 PD 平面DGEH ，可得 AN PD ，

过点 N作 NK PD ，

且 AN NK N ， ,AN NK 平面 ANK，

则 PD 平面 ANK，可得 AK PD ，

可知平面 PDE与平面 PAD的夹角为 AKN ，

由题意可知：
1 2
2 2

AN ND PG AM    ， 2GD  ，

则
10
2

PD  ，
2sin cos
5

GDPDN PDG
PD

     ，

则
2sin
10

NK ND PDN    ，
3
10

AK  ，

所以平面 PDE与平面 PAD的夹角余弦值为
2cos
3

NKAKN
AK

   ；

解法二：设  ,1 , 2P a a ，

因为 PA PD ，则    2 22 21 2 2a a a a      ，解得
1
2

a  ，即
1 1, , 2
2 2

P  
 
 

，



则
1 1, , 2
2 2

AP    
 


，  0,1,0AD 


，

设平面 PAD的法向量为  2 2 2 2, ,n x y z


，则
2 2 2 2

2 2

1 2 0
2

0

n AP x y z

n AD y

     

   

 

  ，

令 2 2 2x  ，则 2 0y  ， 2 1z   ，可得  2 2 2,0, 1n 


，

因为平面 / /DEG 平面 1 1BBC C，可知平面PDE的法向量为  1 1,1,0n 


，

则
1 2

1 2
1 2

2 2 2cos ,
32 3

n nn n
n n


  


  
  ，

所以平面 PDE与平面 PAD的夹角余弦值为
2
3
；

若选②：解法一： 取BC的中点M ，连接 AM ，设 AM DH N ，

因为 AB AC ，则 AM BC ，

又因为 1BB 平面 ABC， AM 平面 ABC，则 1AM BB ，

且 1BC BB B ， 1,BC BB 平面 1 1BBC C，则 AM 平面 1 1BBC C，即 AN 平面 1 1BBC C，

且平面 / /DGEH 平面 1 1BBC C，可得 AN 平面DGEH ，

取 1 1BC 的中点Q，连接 1AQ，QM ，可知 1 / /AQ AM ，

设 1AQ EG P ，可知点 P为 EG的中点，

因为 AM BC ，QM BC ，可得 BC 平面 1AMQA，则 AP BC，

因为 AN 平面DGEH 且 PD 平面DGEH ，可得 AN PD ，

过点 N作 NK PD ，

且 AN NK N ， ,AN NK 平面 ANK，

则 PD 平面 ANK，可得 AK PD ，

可知平面 PDE与平面 PAD的夹角为 AKN ，

由题意可知：
1 2
2 2

AN ND PG AM    ， 2GD  ，

则
10
2

PD  ，
2sin cos
5

GDPDN PDG
PD

     ，



则
2sin
10

NK ND PDN    ，
3
10

AK  ，

所以平面 PDE与平面 PAD的夹角余弦值为
2cos
3

NKAKN
AK

   ；

解法二：设  ,1 , 2P a a ，则  ,1 , 2AP a a


，

因为 AP BC，则 1 0AP BC a a    
 

，解得
1
2

a  ，即
1 1, , 2
2 2

P  
 
 

，

则
1 1, , 2
2 2

AP    
 


，  0,1,0AD 


，

设平面 PAD的法向量为  2 2 2 2, ,n x y z


，则
2 2 2 2

2 2

1 2 0
2

0

n AP x y z

n AD y

     

   

 

  ，

令 2 2 2x  ，则 2 0y  ， 2 1z   ，可得  2 2 2,0, 1n 


，

因为平面 / /DEG 平面 1 1BBC C，可知平面PDE的法向量为  1 1,1,0n 


，

则
1 2

1 2
1 2

2 2 2cos ,
32 3

n nn n
n n


  


  
  ，

所以平面 PDE与平面 PAD的夹角余弦值为
2
3
；

若选③：由（1）可知：平面 / /DGEH 平面 1 1BBC C，

因为 P EG ，平面DGEH 即为平面 PDE，即平面 / /PDE 平面 1 1BBC C，

可得 1 / /BB 平面 PDE，此时点 P不唯一，不合题意.

19．(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2) 2
4

k  

【分析】（1）利用顶点坐标及离心率计算即可得；

（2）设出直线 BCl ，联立曲线方程可得与交点横坐标有关韦达定理，结合题目所给条件计算可得点D、点Q坐标，

再利用点到直线距离公式与两点间距离公式可表示出 ABQS△ 与 ACQS△ ，结合题目所给条件与韦达定理计算即可得解.

【详解】（1）由题意可得 2a  ，则
2 2 24 1

2 2
c a b be
a a

 
    ，即 3b  ，故 E的方程为

2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）由题意可得  : 1 1BCl y k x  ，设  1 1,B x y 、  2 2,C x y ，

由 B关于直线 y x 对称的点为D，则  1 1,D y x ，

联立

 

2 2

1
4 3

1 1

x y

y k x


 


  

，消去 y得：    2 2 24 3 8 1 4 8 8 0k x k k x k k      ，



由
2 21 1 7 1
4 3 12
   ，故 A在椭圆内部，故 0  恒成立，有

 
1 2 2

8 1
4 3
k k

x x
k


 


、

2

1 2 2
4 8 8
4 3
k kx x
k
 




，

则      1 2 1 2 1 21 1 1 1 2 2y y k x k x k x x k           ，

      2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1 2 1y y k x k x k x x k k x x k k                  ，

 2 1
1 1

2 1

:CD
y xl y x y x
x y


 

 ，联立
 2 1

1 1
2 1

y xy x y x
x y

y x

   
 

，

则  2 1
1 1

2 1

y xx x y x
x y


 

 ，即        2 1 2 1 2 1 1 1 2 1x y x y x x y x y x x y      ，

整理得    
1 2 1 2

1 2 1 2

x x y yx
x x y y




   ，即        
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

,x x y y x x y yQ
x x y y x x y y

  
        

，

点 B到直线 AQ的距离
1 1

1 2
x y

d


 ，点C到直线 AQ的距离
2 2

2 2
x y

d


 ，

又 2 1QAQ x  ，则
1 11 2 1

2 2ABQ Q

x y
S x


    ，

2 21 2 1
2 2ACQ Q

x y
S x


    ，

故
1 1 2 2

1 1 2 2
2 11 1
2 22 2ABQ ACQ Q Q

x y x y
S S x x x y x y

 
           

             1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 11
2 2

x x y y x x y y x x y y x x y y
x x y y


           

  

     1 2 1 2 1 2 1 2
1
2
x x y y x x y y     

      2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2
2
x x k x x k k x x k k x x k x x k            

    2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1
2

k x x k x x k      

      2 2 2
2

2 2

1 4 8 8 1 8 11 1
2 4 3 4 3

k k k k k k
k

k k

   
   

 

2 4 3 2 2 4 3 4 2 2

2 2 2
1 4 8 8 4 8 8 8 8 8 8 4 3 4 3
2 4 3 4 3 4 3

k k k k k k k k k k k k
k k k

          
  

  

2

2
1 5 5 5
2 4 3 8

k
k


 


，

即有
2 2 155 5 5

4
k k   ，若 2 1k  ，则

155
4

 ，无解，不符；

则 2 1k  ，有
2 2 155 5 5

4
k k   ，解得

2
4

k   ；

故
2
4

k   .



20．(1) 2m  、 1n 

(2)  f x 有两个极值点

(3)交点个数为1

【分析】（1）借助导数的几何意义可得   21 4f e    、   21 1 4f e    ，计算即可得解；

（2）求导得到  f x 后，再利用导数研究函数  f x 单调性，即可得  f x 变号零点个数，即可得  f x 极值点个数；

（3）构造函数   2 12 4 1xh x x x e kx    ，利用导数计算可得    2h x g x k ，再分 2 2ln 2k   及0 2 2 ln 2k  

进行讨论，当 2 2ln 2k   ，结合（2）中所得可得  h x 在R 上单调递减，结合零点存在性定理即可得  h x 在R 上

零点个数，即可得  1 0y kx k   与  f x 交点个数；当0 2 2 ln 2k   时，可得   0h x  有两个实根，分别设为 3x 、

4x ，且 3 4x x ，则得  h x 单调性，计算可得  3 0h x  、  4 0h x  ，再利用零点存在性定理即可得  h x 在R 上零点

个数，即可得  1 0y kx k   与  f x 交点个数.

【详解】（1）   12 4 nxf x x m ne   ，则   1 21 2 4 4nf m ne e        ，

 
2

1 2
2

8 41 1 4 1 4n ef m e e
e

     
      ，又 nZ ，解得

2
1

m
n


 
；

（2）由（1）得   2 12 4 xf x x x e   ，则    1 12 2 4 2 1 2x xf x x e x e       ，

令   11 2 xg x x e    ，则   11 2 xg x e   ，

令   11 2 0xg x e     ，解得 1 ln 2x   ，

则当  ,1 ln 2x    时，   0g x  ，当  1 ln 2,x    时，   0g x  ，

故  g x 在  ,1 ln 2  上单调递增，在  1 ln 2,   上单调递减，

又   ln21 ln2 1 ln2 1 2 1 ln2 0g e       ，

  2 21 1 1 2 2 0g e e        ，   01 1 1 2 0g e    ，

故存在  1 1,1 ln2x   ，使得  1 0f x  ，且有  1 0f   ，

则当    1, 1,x x    时，   0f x  ，当  1,1x x 时，   0f x  ，



故  f x 在  1, x 、  1,  上单调递减，在  1,1x 上单调递增，

故  f x 有两个极值点；

（3）令 2 12 4e 1xx x kx    ，则 2 12 4e 1 0xx x kx     ，

令   2 12 4 1xh x x x e kx    ，则    12 2 4 2xh x x e k g x k      ；

若  2 1 ln2 2 2ln 2k g    ，则   0h x  恒成立（不恒为零），

故  h x 在R 上单调递减，又   1 40 4 1 1 0h e
e

      ，

当 x  时，  h x  ，故  h x 在R 上有唯一零点，

即  1 0y kx k   与  f x 有唯一交点；

若0 2 2ln 2k   时，  2 0g x k  有两个实根，

设这两个实根分别为 3x 、 4x ，且 3 4x x ，则  3 1,1 ln2x x  、  4 1 ln2,1x  ，

则当    3 4, ,x x x    时，   0h x  ，当  3 4,x x x 时，   0h x  ，

故  h x 在  3, x 、  4 ,x  上单调递减，在  3 4,x x 上单调递增，

故  3h x 为  h x 的极小值，  4h x 为  h x 的极大值，且    3 4h x h x ，

由   4 1
4 42 2 4 0xh x x e k    ，则 4 1

44e 2 2x x k    ，

则    4 12 2
4 4 4 4 4 4 4 42 4 1 2 2 2 1xh x x x e kx x x x k kx          

   2
4 4 4 41 1 1x kx k x x k        ，

由0 2 2 ln 2k   ，则 41 1 2ln 2k x    ，

则有 4 1 0x   、  4 1 0x k  ，

故  4 0h x  ，则    3 4 0h x h x  ，

又 x时，  h x  ，故  h x 在  3, x 上存在唯一零点，

即  1 0y kx k   与  f x 有唯一交点；

综上所述：  1 0y kx k   与  f x 交点个数为1.

21．(1)数表 1A不具有性质 P，数表 2A 具有性质 P；

(2)12

(3)性质 P中的四个数都属于 1,1 ，且四个数的和为0，所以其中恰有两个1和两个 1 ．



因此，对任意满足性质 P下标条件的四个位置，都有 1ij iq pj pqa a a a  ①，

对 1, 2, ,6i   ， 1, 2, ,5j   ，令 , 1.ij ij i jc a a 

先取行距为3、列距为1的矩形．

由①，对 1, 2,3i  及 1, 2, ,5j   ，有 3, 1.ij i jc c  

由于  3,, 1,1ij i jc c    ，所以 3,i j ijc c  ②，

下面比较第1行与第 2行的 c值．

对 1, 2,3, 4j  ，取第1、5行和第 j、 2j  列．

此时行距为 4，列距为 2，由①得   1 1, 1 5 5, 1 1.j j j jc c c c  

由②知 5 2j jc c ，故   1 2 1, 1 2, 1 1j j j jc c c c   ③，

令 1 2 .j j jd c c

则由③得 1 1j jd d   ，所以 1 2 3 4 5.d d d d d   

再取第1、 2行和第1、 4列．

此时行距为1，列距为3，由①得   11 12 13 21 22 23 1,c c c c c c  即 1 2 3 1.d d d 

由于 1 2 3d d d  且  1 1,1d   ，所以 1 1d  ．

从而  1 2 1,2, ,5j jc c j   ④，

同理，取第 2、6行和相距 2的两列，再取第 2、3行和相距3的两列，可得  2 3 1,2, ,5j jc c j   ⑤，

结合②、④、⑤，可知对于每个 1, 2, ,5j   ，都有 1 2 6j j jc c c   ⑥，

当 1j  时，由 11 1a  ，显然有 1 1 11 .i ia a a

当 2j  时，由⑥，由中间因子均成对出现，且
2 1ika  ，有      1 1 2 2 3 , 1 1 2 , 1.i ij i i i i i j ij i i i ja a a a a a a a c c c   

再由⑥， 1 2 , 1 11 12 1, 1 11 1 1 .i i i j j j jc c c c c c a a a    

两边同乘 1ia ，并利用
2
1 1ia  ，得 1 1 .ij i ja a a

命题得证．

【分析】（1）性质 P的下标约束条件，选取符合要求的四元组代入验证，若存在不满足和为 0的组合则不具有性质

P，反之则具有性质 P .

（2）由性质 P的和约束推导行列符号的等价乘积约束，确定每行 1的最大可行数量，结合行之间的符号交替规律

计算总 1的个数的上界，构造符合条件的实例证明上界可达.

（3）利用性质 P的乘积等价性质，结合 11 1a  的初始条件，先验证差为 2的下标组合，再通过递推推广到所有下标



,i j，完成证明.

【详解】（1）对于 1A，只有两行，所以行距只能为1．要满足|行距 -列距| 2 ，列距只能为3．取第1、 2行和第1、

4列，四个顶点之和为  1 1 1 1 2 0.      所以 1A不具有性质 P．

对于 2A ，行距为1时，列距只能为3；行距为 2时，不存在符合条件的列距．因此，只需检验相邻两行与第1、 4列

组成的两个矩形．第1、 2行对应的四个顶点之和为    1 1 1 1 0.     

第 2、3行对应的四个顶点之和为    1 1 1 1 0.      所以 2A 具有性质 P．

（2）设第 i行元素之和为
4

1
.i ij

j
s a



 先考察第1行与第 4行．令  1 4 1,2,3,4 .j j jx a a j   对 1,2,3j  ，第1、4行的行

距为3，第 j、 1j  列的列距为1，由性质 P得 1 0.j jx x   因此x2=−x1, x3=x1,x4=−x1,从而 1 4 1 2 3 4 0.s s x x x x     

同理，考察第 2行与第5行，可得 2 5 0.s s  所以整个数阵所有元素之和为 1 2 3 4 5 3 4.s s s s s s      设数阵中1的个

数为 N．数阵中共有 20个数，因此 1 的个数为 20 N ，从而  20 4.N N   解得 12.N 

下面说明12可以达到．取

1 1 1 1
1 1 1 1

.1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

  
   
 
 
  
   

该数阵中共有12个1．对于5 4 数阵，可能的行距、列距组合只有

     1,3 , 3,1 , 4,2 .当行距、列距为  1,3 时，相邻两行第1、4列的四个数之和均为0；当行距、列距为  3,1 时，第1、

4行以及第 2、5行对应各列的元素之和均为0；当行距、列距为  4,2 时，第1、5行与相距 2的两列组成的四个数

之和也为0．所以该数阵具有性质 P，且1的个数为12．因此，1的个数最多为12.

（3）略


